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双单播网络编码的构造方法 

蒲保兴，莫智懿 
（梧州学院大数据与软件工程学院，广西 梧州 543002） 

摘  要：为在双单播网络中运用网络编码技术进行数据传输，提出了一种双单播网络编码的构造方法。所提方法

在源点实施预编码策略，采用随机线性网络编码方法并结合多目标优化进化算法来设计各信道的局部编码向量；

在宿点运用矩阵零空间的基向量来消除部分信息干扰，再运用二级预编码策略来控制源点的发送速率，从而能够

解码。所提方法不仅能确定双单播网络编码的近似可达信息率区域，还能为可达信息率区域中的每一向量构造可

行的传输方案。理论推导与仿真计算表明了所提方法的有效性。 
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Construction method of double unicast network coding  

PU Baoxing, MO Zhiyi 
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Abstract: In order to use network coding technology for data transmission in double unicast network, a construction me-
thod of double unicast network coding was proposed. The pre-coding strategy was implemented at each source node, the 
random linear network coding combined to the multi-objective optimization evolutionary algorithm was adopted to de-
sign the local coding vector of each channel. At the each sink node, the base vector of zero space of matrix was used to 
eliminate some information interference, and then the two-level pre-coding strategy was used to control the transmission 
rate at source. Thus, each sink node could be decoded successfully. With the proposed method, the approximate reachable 
information rate region of double unicast network coding could be determined and the transmission scheme for each vec-
tor in the reachable information rate region could be designed. Theoretical derivation and simulation calculation show the 
effectiveness of the proposed method. 
Key words: double unicast network coding, random linear network coding, reachable information rate region, pre-coding 
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1  引言 

单源网络编码[1-3]已经得到了深入广泛的研究，

并获得了较好的研究成果。对于多源网络编码[4]而

言，尽管其已被学术界长期关注并被持续地研究，

但仍没有获得突破性的进展。虽然多源网络编码是

一个相当困难的问题，但多单播网络编码[5]是多源

网络编码中一种比较容易的情形。文献[6]的研究表

明，任意一个多源有向无环网络必定存在一个相应

的多单播网络，两者具有等价的网络编码可解性。

即如果在其中一个网络上存在可行的线性网络编

码传输方案，则在另一个网络上必定存在相应的可

行线性的网络编码传输方案。因此，研究多单播网

络编码不仅是网络编码技术应用于多单播网络的

需要，也是解决一般多源网络编码问题的有效途

径。据此，学术界的研究重点已转移到了多单播网
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络编码的层面上。在多单播网络编码中，最简单的

情形是双单播网络编码[7-9]。在已有的研究中，许多

学者试图运用信息论技术及图论的工具来探索双

单播网络编码的可达信息率区域。文献[10]的研究表

明，2 个嵌套信息的容量区域是可以描述的，这 2 个

信息中一个被称为公有消息，另一个被称为私有消

息，其中，公有消息可拥有 3 个接收者，私有消息

可拥有无数个接收者。文献[11]的研究表明，关于信

息的描述，线性网络编码对多源网络是不充分的。

文献[12]推导了双单播网络在实现发送速率向量(1,1)
的充要条件。文献[13]提出了双单播网络的广义网络

共享界（generalized network sharing outer bound）。文
献[14]分析了广义的网络共享界在某些特殊的双单

播网络中的紧致性。文献[15]和文献[16]针对双单播

网络编码的广义网络共享界分别给出了代数解析和

网络级联解析。但文献[7]已经证明，求解多单播网

络编码的可达信息率区域是一个 NPC 问题

（non-deterministic polynomial complete problem），即

使求解最简单的双单播网络编码，也是 NPC 问题。

该文还表明，双单播网络编码并不比 k（k>2，k 是

网络中存在的源−宿对的数目）单播网络编码来得容

易，即双单播网络编码完全体现了多单播网络编码

的困难度。在实际应用中，一方面，需要对双单播

网络编码进行求解，另一方面，求出其精确解又是

一个 NPC 问题，从而探索出近似的、较优的可行解

技术是解决这一问题的有效途径。 
已有的研究尽管关注双单播网络编码的可达

信息率区域的计算，但忽略了网络编码的构造。由

于多源问题的困难性，即使运用信息论或图论的相

关技术能求出近似的可达信息率区域，但针对可达

信息率区域中的某一个点（即选定一个特定可行的

源点数据发送速率向量），构造相应的可行的网络

编码数据传输方案仍然相当困难。换句话说，若仅

估算出了可达信息率区域，针对该区域中的二维向

量仍然难以构造相应的网络编码数据传输方案。这

与单源网络编码完全不同，对于单源网络编码而

言，只要源点的数据发送速率不超过最大流–最小

割界，则存在有效的算法来构造可行的网络编码数

据传输方案。其主要原因是单源网络编码只有一个

源点，不存在消息干扰；但对于具有多个源点的网

络而言，宿点接收到的信息是各源点消息的线性组

合，即存在消息干扰。若只求出了近似的可达信息

率区域，而没有给出构造传输方案的方法，则该方

法仅有理论价值，没有实际应用的价值。因此，从

实际应用的角度出发，应该把这 2 个问题给合起来

进行研究，不仅要给出近似的可达信息率区域，还

要给出可达信息率区域中各发送速率向量对应的

网络编码数据传输方案。 
解决双单播网络编码问题的关键是让宿点消

除干扰，文献[9]运用源点预编码策略作用于双单播

网络的信息不等式提出了求解双单播网络编码近

似可达信息率区域的方法，但该方法仅对文献[17]提
出的双单播网络的可达信息率区域所满足的信息不

等式实现了可计算化，未涉及网络编码的构造。 
本文的贡献如下。基于文献[9]的思想，即在源

点进行预编码，使宿点接收到的全局编码矩阵的某

些列强迫为全零列，把文献[18]提出的线性网络编

码的导出技术由单源情形扩展到了双单播网络情

形，并从源点预编码和信息熵的角度严格证明了导

出技术的正确性。在此基础上，本文采用多目标优

化进化算法并结合随机线性网络编码技术来形成

传输方案，提出了选择预编码矩阵的策略：用宿点

的信息转换矩阵的零向量空间的基向量和行向量

空间的基向量共同来确定预编码矩阵的列向量，从

而使宿点的全局编码矩阵的某些列变为全零列，在

宿点消除了部分信息干扰。根据双单播情形下的网

络编码的导出技术，运用二级预编码策略来控制源

点的发送速率。结合以上策略，本文提出了双单播

网络编码的构造方法。所提方法不仅能求出双单播

网络编码的近似可达的信息率区域，同时针对求

出的可达信息率区域中的任何一个整数坐标点，

还提供了构造可行的网络编码数据传输方案的具

体方法。 

2  预备知识 

双单播网络编码 [8]。在一个有向无环网络

G=(V,E)中， V 为节点集，E 为有向边集。假设网络

中有向边的容量为整数，单位容量的有向边称为信

道，若有向边的容量大于 1，则被看作多条单位容量

的信道。网络中有 2 个源点{s1,s2}⊂V，2 个宿点

{t1,t2}⊂ V，宿点 ti(i=1,2)只需要接收来自源点 si的信

息，在数据传输过程中共享网络的传输资源，网络

的中间节点运用网络编码技术来转发数据。双单播

网络编码如图 1 所示，其中，Xi(i=1,2)表示源点 si

发送的字符向量，Yi=M1iX1+M2iX2表示宿点 ti接收到

的字符向量，其具体的含义见后续的说明。 



·94· 通  信  学  报 第 41 卷 

 

 
图 1  双单播网络编码 

网络编码的工作机理[1]如下。选定有限域 GF(q)
（其中 q 为 2 的幂），在一次数据传输过程中，源

点 s1 发送了有限域 GF(q)中的 u 个字符至网络，这

u 个字符形成一个字符向量，记为 X1，如式(1)所示。 

 T
1 11 12 1( , , , )ux x x=X "  (1) 

源点 s2 发送有限域 GF(q)中的 v 个的字符至网

络，这 v 个字符形成一个字符向量，记为 X2，如式

(2)所示。 

 T
2 21 22 2( , , , )vx x x=X "  (2) 

把 2 个源点发送的字符看作一个 u+v 维的列向

量，如式(3)所示。 

 1

2

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

X
X

X
 (3) 

为了描述方便，本文认为源点 s1发送的 u 个字

符由源点 s1的 u 条虚拟输入信道分别输入；源点 s2

发送的 v 个字符由源点 s2的 v 条虚拟输入信道分别

输入。由此可知每一个节点（包括源点）均具有输

入信道，如图 1 所示。在数据传输过程中，各中间

节点（不包括宿点）把从其输入信道接收到的字符

经线性组合后再转发至该节点的输出信道。对于每

一条信道 ei∈E（记信道的尾节点 tail(ei)=k，信道的

头节点 head(ei)=l，其中，k,l V），该信道上传输的

字符记为
iey ，则根据文献[1]，通过式(4)计算

iey ，称

,{ , | head( ) }j i j je e k=f 为信道 ei的局部编码向量。 

 ,
{ |head( )= }

i j

j j

e j i e
e e k

= ∑y f y  （4） 

定义 1  对于双单播网络编码，所有节点的输

出信道的局部编码向量组成一个集合，称为网络编

码数据传输方案。 

在本文中，网络编码数据传输方案用符号θ表
示，为了叙述简洁，简称为“传输方案θ”。 

由于有向无环图的拓扑特征，按照网络节点的

拓扑顺序，节点输出信道传输的字符按式(4)进行递

归与迭代运算，则每一信道所传输的字符必定能表

示成源点所发送的信息字符的线性组合，如式(5)
所示。 

 1 2
1 1

i i i

u v

e e j j e j j
j j

x xα β
= =

= +∑ ∑y  (5) 

其向量形式如式(6)所示。 
 1 2 1 2( , , , , , , , )

i i i i i i ie e e e u e e e vα α α β β β=y X" "  (6) 

其中，X 是源点发送的字符向量，如式(3)所示。称

1 2 1 2( , , , , , , , )
i i i i i i ie e e e h e e e v= " "α α α β β βϒ 为信道 ei的全

局编码向量。对于网络中的任意一个节点，把其每一

条输入信道的全局编码向量作为矩阵的一行，形成一

个矩阵，则这个矩阵为该节点的全局编码矩阵。 
由前文可知，式(5)或式(6)描述了信道 ei传输的

字符、信道的全局编码向量
ieϒ 和源点发送的字符向

量 X 三者之间的数学关系。类似于计算信道传输的

字符，信道的全局编码向量可以按式(7)进行计算。 

 ,
{ |head ( ) }

i j

j j

e j i e
e e k=

= ∑ fϒ ϒ   (7) 

如果采用随机线性网络编码方法传输数据，则

信道 ei 传输的信息包括两方面的内容：信道传输的

字符和信道的全局编码向量，它们分别通过式(4)
和式(7)进行计算。 

在按式(4)和式(7)所示的递归与迭代计算过程

中，根据网络的拓扑顺序，首先需要计算源点输出

信道的全局编码向量和传输的字符，源点 s1 的 u 条

虚拟输入信道携带的字符分别为 11 12 1, , , ux x x" ，则它

们的全局编码向量分别为 u+v 维的单位向量，其中

第 i(i=1,2,…,u)条虚拟输入信道的全局编码向量的

第 i 个分量为 1，其余分量为 0。则源点 s1 的全局编

码矩阵为 ( ) u u u v× ×I 0 ，其中， u u×I 是 u 阶的单位矩阵，

u v×0 是 u 行 v 列的零矩阵。 
同理，源点 s2 的全局编码矩阵为 ( ) v u v v× ×I0 。 
对于某一个宿点 ti，选定 iδ 条输入信道，根据

式(6)的对应关系，把输入信道的全局编码向量、信

道传输的字符、源点发送的字符进行关联，将形成

一个线性方程组。宿点 ti 的 iδ 条输入信道的全局编

码矩阵的分块矩阵形式为 1 2(  )i iM M ，宿点 ti 的 iδ 条
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输入信道所传输的字符形成的向量为 Yi，则 Yi可以

通过式(8)进行计算。 

 1 2(  )i i i=Y M M X  (8) 

其中，Yi 是一个 iδ 维的列向量； 1 2(  )i iM M 是一个 iδ
行 u+v 列的矩阵， 1iM 是源点 s1 的虚拟输入信道至

宿点 ti 的消息转换矩阵， 2iM 是源点 s2的虚拟输入

信道至宿点 ti 的消息转换矩阵。Yi、 1iM 和 2iM 中的

元素均为有限域 GF(q)中的字符。 
如前所述，由于源点 s1 的全局编码矩阵为

(  )u u u v× ×I 0 ，源点 s2 的虚拟输入信道的全局编码矩

阵为 ( )v u v v× × I0 ，在传输方案θ指引下，各信道的全

局编码向量按式(7)进行计算。注意到，式(7)与式(4)
的形式相同，式(7)是在式(4)的基础上把信道上传输

的字符
jey 换成信道的全局编码向量

jeϒ ，从而宿点

ti 的全局编码矩阵的计算为 

 1 2 1 2(  ) (  ) (  )i i u u u v i v u v v i iI× × × ×= + =H M I M M M0 0  

这就表明，分别按式(4)和式(7)计算信道携带的

字符和全局编码向量能够满足式(5)的对应关系， 
因此可得式(8)即为宿点 ti所析出的线性方程组。 

性质 1  选择双单播网络的传输方案θ，则宿点

ti(i=1,2)的全局编码矩阵 1 2(  )i iM M 由传输方案θ唯

一确定。 
采用网络编码技术传输数据必须要构造网络编

码数据传输方案θ，即确定各信道的局部编码向量，

也称为网络编码构造。构造传输方案包括 2 个任务：

首先要确定源点的数据发送速率，然后针对选定的

源点数据发送速率来确定各信道的局部编码向量。

对于双单播网络，因有 2 个源点，2 个源点的数据发

送速率形成了一个二维向量，称之为源点数据发送

速率向量。选定了源点数据发送速率向量后，接下

来的任务是如何确定传输方案θ，按照传输方案θ中
指定的局部编码向量进行数据传输后，使宿点能够

通过求解线性方程组来恢复源点发送的消息。 
定义 2  针对双单播网络，对于给定的源点数

据发送速率向量(u,v)，若存在相应的传输方案，使

宿点通过解码能获得所需的消息，则称(u,v)是可达

的，该传输方案是可行的，所有可达的源点数据发

送速率向量组成的集合称为可达信息率区域[4]。 
解决双单播网络编码的构造问题首先需要确

定可达信息率区域，然后针对可达信息率区域中的

每一点，再构造相应的可行的传输方案。因为存在

s1—t1和 s2—t2 这 2 个会话，它们共享网络资源，形

成了一种竞争的态势，从而求解双单播网络编码的

可达信息率区域的问题是一个双目标优化问题，可

达信息率区域是双目标优化问题的 Pareto 集。 
设源点 si 至宿点 ti 的最大流为 min-cut(si,ti)

（i=1,2），记 k1−1=min-cut(s1,t1)，k2−2=min-cut(s2,t2)。
记{s1,s2}至 t1的最大流为 k12−1,｛s1,s2｝至 t2 的最大

流为 k12−2。由最大流最小割定理，可限制源点 s1

的数据发送速率的取值范围为[0,k1−1]。同理，可限

制源点 s2 的数据发送速率的取值范围为[0,k2−2]。本

文只考虑源点发送速率为整数的情况。 
本文采用以下策略来寻求可达信息率区域：选

定(u,v)∈([0,k1−1]×[0,k2−2])，其中，u 和 v 均为整数。

针对源点数据发送率向量(u,v)寻找可行的数据传输

方案，如能找到，则(u,v)是可达的，记下相应的网

络编码数据传输方案。对所有(u,v)∈([0,k1−1]×[0,k2−2])
进行判断，则可以获得可达信息率区域。 

宿点需要通过解码获得源点发送的消息，则必

须求解式(8)所示的线性方程组。将式(8)表示为

AX=B 的形式，其中系数矩阵 1 2(  )i i=A M M 为 m 行

n 列矩阵，n=u+v。 
若系数矩阵 A 中某一列的元素全为零，则称之

为全零列，表明该列对应的未知量不存在，其含义

为该列所对应的由源点发送的字符没有传输至宿

点，只有系数矩阵的非全零列才对应一个未知量。

关于线性方程组求解，文献[20]给出了如下定理。 
定理 1  记 rank(A)为矩阵 A 的秩，对于线性方

程组 AX=B，若系数矩阵不存在全零列，则线性方程

组有解的充要条件为 rank(A)等于系数矩阵的列数。 
针对系数矩阵存在全零列的情况，有如下推论。 
推论 1  对于线性方程组 AX=B，记 ( )π A 为矩

阵 A 中非全零列的列数，则线性方程组有解的充要

条件为 rank(A)= ( )π A 。 

推论 1 的成立是明显的，因为只要去掉系数矩

阵的全零列，同时去掉全零列所对应的未知量，则

可以满足定理 1 的条件。 
下面，叙述矩阵的行空间与零空间的概念[20]。

矩阵A的列空间就是由矩阵A的列向量所张成的m
维向量空间的一个线性子空间，记为 R(A)；矩阵 A
的行空间就是由矩阵 A 的所有行向量所张成的 n 维

向量空间的一个线性子空间，记为 R(AT)。 
矩阵 A 的零空间是由齐次线性方程组 AX=0 的

所有解张成的 n 维向量空间的一个线性子空间，记
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为N(A)。由零空间的定义可得，对于任意的 y∈N(A)，
满足 AY=0。 

根据线性代数的理论可知，矩阵 A 的行空间与

零空间互为正交补，矩阵 A 的行空间与零空间的和

构成了 n 维的向量空间。 

3  源点预编码技术及网络编码的导出 

3.1  源点的预编码 
如图 1 所示，选择传输方案θ，宿点 t1 选定其

k12−1条输入信道，宿点 t2选定其 k12−2条输入信道（即

1 12 1 2 12 2,k kδ δ− −= = ）。根据式(8)可知，宿点 t1 和 t2

对应的线性方程组分别为 

 1
1 11 1 21 2 11 21

2

(  )
⎛ ⎞

= + = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

X
Y M X M X M M

X
 (9) 

 1
2 12 1 22 2 12 22

2

=(  )
⎛ ⎞

= + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

X
Y M X M X M M

X
 (10)  

如前所述，Mij(i,j=1,2)是源点 i 至宿点 j 的信息

转换矩阵。其中，M11 是 k12−1 行 u 列矩阵，M21 是

k12−1 行 v 列矩阵。M12是 k12−2 行 u 列矩阵，M22是

k12−2行 v 列矩阵，Y1和 Y2分别是 k12−1维和 k12−2维

的列向量。由性质 1，Mij(i,j=1,2)由传输方案θ唯一

确定。 
传输方案θ中是在源点实施预编码。源点的预

编码不是直接把消息字符分别注入源点的虚拟输

入信道，而是把消息字符经过线性组合后再分别注

入源点的虚拟输入信道，如图 2 所示。 

 
图 2  双单播网络编码的源点预编码 

对于源点 s1，假设要传输的消息字符向量如  
式(1)所示，先对这 u 个字符进行预编码，其编码方

式如下。 

 

11 11 11 12 12 1 1

12 21 11 22 12 2 1

1 1 11 2 12 1

'
'

'

u u

u u

u u u uu u

x x x x
x x x x

x x x x

ρ ρ ρ
ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

= + + +

= + + +

= + + +

"
"

#
"

  

记 ( )T
1 11 12 1, , ux x x′ ′ ′ ′=X " ，则编码方式简记为 

 1 1′ =X UX  (11) 

其中，U 表示一个 u 阶方阵，每一个系数均为有限

域 GF(q)的元素，也称为预编码矩阵。 
同理，可以在源点 s2 实施预编码，设预编码矩

阵为 v 阶方阵 V，经预编码后形成的字符向量如式

(12)所示。  
 2 2′ =X VX  (12) 

现在把向量 1′X 中的分量分别注入源点 s1 的虚

拟输入信道，其全局编码矩阵为 (  )u v×U 0 ；把向量

2′X 中的分量分别注入源点 s2 虚拟输入信道，其全

局编码矩阵为 (  )v u× V0 。再按传输方案θ进行数据传

输，则宿点 t1和 t2接收的信息字符向量分别按式(13)
和式(14)计算。 

 1 11 1 21 2′ ′ ′= +Y M X M X  (13) 

 2 12 1 22 2' ' '= +Y M X M X  (14) 

在实施预编码的前提下，若再次对 1′X 和 2′X 实

施预编码，则称为二级预编码。 
3.2  网络编码的导出 

文献[18]提出了单源多播网络的线性网络编码

的导出与扩展技术，本文利用源点的预编码技术提

出双单播网络的线性网络编码的导出技术。 
定义 3  若 u,v,u1,v1 均为整数，且满足 u1≤u，

v1≤v，则称(u1,v1)受控于(u,v)，也称(u,v)控制(u1,v1)，
记为(u1,v1)≺ (u,v)。 

定义 4  对于双单播网络的一个源点发送速率

向量为(u,v)的传输方案，在源点 s1 和 s2 分别实施

式(11)和式(12)所示的预编码，则从传输方案θ中导

出了一个新的传输方案，本文称前者为原始方案，

后者为导出方案。 
定理 2  线性网络编码的导出。若一个双单播

网络编码的源点发送率向量(u,v)是可达的，则对于

任意(u1,v1)，且(u1,v1) ≺ (u,v)，(u1,v1)也是可达的，
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且从源点可达的发送速率向量(u,v)的任何一个可行

的网络编码数据传输方案可以导出(u1,v1)的一个可

行的网络编码数据传输方案。 
证明  由于(u,v)是可达的，必存在一个可行的

传输方案θ。在其指引下，宿点 t1 和 t2 对应的线性

方程组分别如式(9)和式(10)所示。在此基础上，分

别对源点 s1 和 s2 实施如式(11)和式(12)所示的预编

码，预编码矩阵 U 和 V 表示如下。 

 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

× ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

                 
,

    
u u u u u v v v v v

u u u u u u u v v v v v v v

× − × × −

− × − × − − × − × −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Ι Ι
U V

0 0

0 0 0 0
 

则宿点 t1 和 t2 分别得到如式(13)与式(14)所示的线

性方程组。由于θ是关于(u,v)的一个可行传输方案，

则式(9)和式(10)能解出 X1和 X2。 
比较式(9)和式(13)所代表的线性方程组，两者

具有相同的系数矩阵，只是未知量与常数项不同，

由推论 1，则式(9)和式(13)代表的线性方程组具

有相同的可解性，同理，式(10)与式(14)表示的

线性方程组也具有相同的可解性。因此，式(13)
和式 (14)能解出 1′X 和 2′X ，其中， 1 1′ = =X UX  

1

T
11 12 1( , , , ,0, ,0)ux x x" " ,

12 2 21 22 2( , , , ,vx x x′ = =X VX "  
T0, ,0)" 。这说明了源点 s1 实际上仅向网络传输了

字符向量
111 12 1( , , , )ux x x" ，且宿点 t1 能解码出

111 12 1( , , , )ux x x" 。同理，源点 s2 实际上仅向网络传

输了字符向量
121 22 2( , , , )vx x x" ，且宿点 t2 可以解码

出
121 22 2( , , , )vx x x" 。由此说明，源点发送速率向量

(u1,v1)是可达的，而且通过源点的预编码，可从可

达信息率向量(u,v)的一个可行的传输方案θ 导出关

于(u1,v1)的一个可行的传输方案，且导出的传输方

案仅在源点实施预编码，其余信道的局部编码向量

与传输方案θ 相同。证毕。 
假设源点产生的消息字符是随机变量，且相互

独立，每个字符均匀地在有限域 GF(q)上选取，若向

量 X1的维数为 u、向量 X2的维数为 v，根据信息论

可知，H(X1)=uq，H(X2)=vq（注：H(·)表示随机变量

的香农信息熵，I(·;·)表示 2 个随机变量的互熵）。 
定理 3  对于一个源点的发送速率向量为(u,v)

的可行传输方案，可以导出一个源点发送速率向量

为(u1,v1)的可行传输方案，其中(u1,v1)≺ (u,v)。导出

的传输方案只需在源点实施预编码，其他信道的局

部编码向量保持不变，且源点 s1 的预编码矩阵 U 为

u 阶方阵，U 的后 u～u1 列均为全零列，且满足

rank(U1)=u1；由对称性，源点 s2 的预编码矩阵 V 为

v 阶方阵，V 的后 v～v1 列均为全零列，且满足

rank(V)=v1。 
证明  源点经过预编码后，2 个源点实际上是

分别把 1 1′ =X UX 和 2 2′ =X UX 传送到网络中，首先

证明经过预编码后源点的实际发送率向量为

(u1,v1)。为证明这一结论，只需计算 1′X 和 2′X 的熵。

由于 U 的后 u～u1 列为全零列，则 

 

1

1

1

1

1

11

11 12 1 11

21 22 2 12
1 1

11 2

11 12 1 11

21 22 2 12

11 2

 0 0 

 0 0

 0 0

 

 

 

u

u

uu u uu

u

u

uu u uu

x
x

x

x
x

x

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟′ = = =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

X UX

" "

" "
## # % # #%#

" "

"

"
## # % #

"

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

 (15)

 

记
1

T
1 11 12 1( , , , )ux x x=Z " ，则有 1′X 的每一个分量

可以用 X 的前 u1 个分量的线性表示，即每一个分量

都是 Z1 的函数，从而 1′X 是 Z1 的函数，根据信息论

的理论[19]，有 H( 1′X |Z1)=0, 此外，H( 1′X )=I( 1′X ; 
Z1)+H( 1′X |Z1)= I( 1′X ;Z1)=H(Z1)−H(Z1| 1′X )，由熵的

非负性，则 H(Z1| 1′X )≥0，从而得到 

 H( 1′X )=H(Z1)−H(Z1| 1′X )≤H(Z1) (16) 

另一方面，由于 U 的秩为 u1，根据矩阵代数的

理论，则可以从 U 中的行向量中找到 u1 行，成为 U
的行向量的极大无关组，本文记它们的行下标分别

为
11 2, , , ur r r" ，则这 u1 行对应于 1′X 的 u1 个分量，

这 u1 个分量按式(15)所示的对应关系的矩阵形式为 

 

1 1 1 1 1

2 2 2 2 1

111 1 2 1

1 1 2 11

1 1 2 12

11 1 2

     

     
=

 
   

u u u u

r r r r u

r r r r u

ur r r r u

x x
x x

xx

′⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟′⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

"

"
## # # % #

"

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

 (17) 

由于极大无关组对应行向量是线性无关的，式

(17)中的 u1 阶矩阵是可逆的。求解式(17)所示的线

性方程组，可得
1

T
1 11 12 1( , , , )ux x x=Z " 的每个分量可

以被
1 2 11 1 1( , , , )

ur r rx x x′ ′ ′" 线性表示，因此 Z1 也是 1′X 的

函数，与上述证明类似，可以得到 

 H(Z1)≤H( 1′X ) (18) 
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结合式(16)和式(18)，可得 H(Z1)=H( 1′X )成立。

此外，由于 Z1 中有 u1 个独立同分布的 GF(q)中的字

符，从而得到 H(Z1)=u1q，也即 H( 1′X )=u1q。 
同理可证，H( 2′X )=v1q，故经预编码后源点实

际发送速率向量为(u1,v1)。 
由于式(9)和式(13)具有相同的可解性，经源

点预编码后，宿点 t1 可以求解式(13)所示的线性

方程组得到 1′X ，利用式(17)，宿点可以恢复出字符

向量 Z1；同理，宿点 t2 可以恢复出字符向量

1

T
2 21 22 2v( , , , )x x x=Z " ，从而通过源点的预编码技术

导出了一个源点发送率向量为(u1,v1)的可行的传输

方案。证毕。 

4  基于源点预编码的宿点干扰消除 

在源点实施预编码后，宿点 t1 和 t2 分别得到

式(13)和式(14)所示的线性方程组。把式(11)和式(12)
分别代入式(13)和式(14)，则得到 

 1 11 1 21 2′= +Y M UX M VX  (19) 

 2 12 1 22 2′ = +Y M UX M VX  (20) 

要使式(19)和式(20)能求解，则需要满足推论 1，
必须让系数矩阵的非全零列的数目 ( )π A 与矩阵的

秩相等。根据秩的性质，有 rank(A)≤ ( )π A ；当

rank(A)< ( )π A 时，因矩阵的秩不会增加，则应减小

( )π A 的值。如果适当地选取预编码矩阵的元素，使

式(19)和式(20)的系数矩阵出现全零列，从而达到了

减小 ( )π A 的目标。 
宿点 t1 对应的系数矩阵为 11 21(  )=A M U M V ，

其中， 11M U 和向量 X1 对应，而 X1 中的分量是宿

点 t1 所需要的消息； 21M V 和向量 X2 对应，X2 是宿

点 t1 不需要的，可以看作信息干扰。因此，要使矩

阵 A 出现全零列，应在 21M V 中出现，且 U 应为满

秩矩阵；同理，对于宿点 t2，应让 12M U 出现全零

列，且 V 应为满秩矩阵。 
基于以上分析，预编矩阵 U 的选取方法如下。

首先求 M21的行空间 T
21( )R M ，再求矩阵 M21的零空

间 21N ( )M 。记 21rank(N( ))= Mτ ，注意这 2 个子空

间互为正交补，因 M21 的列数为 v ，从而
T
21rank( ( ))=R v τ−M 。记 1 2{ , , , }a a aτ" 为 21N( )M 的一

组基向量， +1{ , , }va aτ " 为 T
21( )R M 的一组基向量，则

1 2 1{ , , , , , , }va a a a aτ τ +" " 构成了 GF(q)域上 v 维线性

空间的一组基向量，令预编码矩阵 V 的列向量分别

取上述的基向量，如式(21)所示。 
 ( )1 2 1,  ,  va a a a aτ τ +=V " "  (21) 

同理，求出 u 维向量空间的子空间 12N ( )M 的

一组基向量 1 2{ , , , }λβ β β" ，记 12rank(N( ))= Mλ ，再

求出 T
12( )R M 的一组基向量 +1 2{ , , , }uλ λβ β β+ " ，则预

编矩阵 U 的列向量如式(22)所示。 
 ( )1 2 +1     uλ λβ β β β β=U " "  (22) 

由于 U 和 V 的列向量分别由 u 维向量空间和

v 维向量空间的基向量构成，从而 U 和 V 均为满

秩矩阵。 
把 U 和 V 分别代入式(19)和式(20)，则式(19)

中的分块矩阵 21VM 至少有前τ列为全零列，式(20)
中的分块矩阵 12UM 至少有λ列为全零列。 

5  基于干扰消除的网络编码优化构造 

5.1  二级预编码策略 
本文采用二级预编码策略，具体如图 3 所示，

其中，预编码 1 用于控制源点的实际发送速率，预

编码 2 用于消除宿点的干扰。 

 
图 3  二级编码策略示意 

源点的数据发送速率假设为(u,v)，选取传输方案

θ，在此基础上，在源点实施如式(23)所示的预编码 1。 
 [1] [1] [1] [1]

1 1 2 2,= =X U X X V X  (23) 
[1]U 为 u 阶方阵，如式(24)所示。 

 

1 

2[1]

 0    0     0
0         0     0

0     0      0     u

w
w

w

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

U

"
"

# # # % #
"

 (24) 
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[1]V 为 v 阶方阵，如式(25)所示。 

 

1 

2[1]

    0     0      0
0          0      0

0     0      0     v

z
z

z

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

V

"
"

# # # % #
"

 (25) 

其中，wi(i=1,2,…,u)和 zj(j=1,2,…,v)均为 GF(q)中的

元素，其值为 1 或 0。 
在实施了预编码 1 的基础上，再在源点实施如

式(26)所示的预编码 2。 

 [2] [2] [1] [2] [2] [1]
1 1 2 2,= =X U X X V X  (26) 

把 [2]
1X 的各分量分别注入源点 s1的虚拟输入信

道，把 [2]
2X 的各分量分别注入源点 s2 的虚拟输入信

道，并按传输方案θ 的规定实施数据传输，那么宿

点 ti 得到的线性方程组为 

 [2] [2] [2]
i 1 1 2 2i i= +Y M X M X  (27) 

把式(23)和式(26)代入式(27)，则宿点 t1和 t2 得

到的线性方程组分别如式(28)和式(29)所示。 

  [2] [2] [1] [2] [1]
1 11 1 21 2= +Y M U U X M V V X  (28) 

 [2] [2] [1] [2] [1]
2 12 1 22 2= +Y M U U X M V V X  (29) 

把式(28)写成如式(30)所示形式。 

 ( )
[1]

1[2] [2] [2]
1 11 21 [1]

2

  
 

  
u v

v u

×

×

⎛ ⎞⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

U X
Y M U M V

XV

0

0
 (30) 

把式(29)写成如式(31)所示形式。 

 ( )
[1]

1[2] [2] [2]
2 12 22 [1]

2

  
 

  
u v

v u

×

×

⎛ ⎞⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

U X
Y M U M V

XV

0

0
 (31)  

记式(30)的系数矩阵为 C，式(31)的系数矩

阵为 B。 
记式(22)所示的列向量为 [2]U ，式(21)所示的列

向 量 为 [2]V ， 现 在 来 计 算 [2] [2]
11 21(  )M U M V 和

[2] [2]
12 22(  )M U M V 。因为 V[2]的前τ列是 N(M21)的基

向量，则分块矩阵 [2]
21M V 的前τ列必为全零列；同

理，分块矩阵 [2]
12M U 的前λ列必定为全零列。注意

到，矩阵 C 和 B 均是 2 个矩阵的乘积，在相乘的    
2 个矩阵中，后者是对角矩阵，因此，根据对角矩

阵相乘的特点，若τ≠0，则矩阵C的第u+1,u+2,…,u+τ
列必定为全零列；同理，矩阵 B 的前λ列必定为全

零列。 
尽管系数矩阵 C 和 B 中出现了一些全零列，但

不一定能满足推论 1 的条件，接下来，通过选取合

适的 U[1]和 V[1]中的对角线元素来增加全零列的数

目，使式(30)和式(31)能满足推论 1。 
根据矩阵相乘的性质，若 wi=0，则矩阵 C 和 B

的第 i 列必定为全零列；若 zj=0，则矩阵 C 和 B 的

第 u+j 列必定为全零列。  

由定理 2 和定理 3 可知，
1 1

,
u v

i i
i i

w z
= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑ 是源点实

际的数据发送速率向量，从而通过检测
1 1

,
u v

i i
i i

w z
= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑

的可达性来确定源点的可达信息率区域，对于任意整

数对(u1,v1)∈（[0,k1-1]×[0,k2-2]），令 1 1
1 1

,
u v

i i
i i

w u z v
= =

= =∑ ∑ ，

按以上置零规则来确定 wi（i=1,2,…,u），zi（i=1,2,…,v）
的值，则可以形成 U[1]和 V[1]，再代入式(30)和式(31)
所示的线性方程组，并根据推论 1 来检测这 2 个线

性方程组的可解性，如式(30)和式(31)是可解的，则

表明(u1,v1)是可达的，所有的可达发送率向量(u1,v1)
形成可达信息率区域。 

置零规则：在需要置 wi （ i=1,2,…,u) ， zj

（j=1,2,…,v）的值为零时，应优先选取下标大者的

元素。例如，若需设置 wi 中的一个元素为 0，则应

让下标最大的元素 wu 为 0，其余元素均为 1；若需

设置 wi 中的 2 个元素为 0，则应让下标最大的 2 个

元素 wu 和 wu−1 为 0，其余元素均为 1。 
5.2  可达信息率区域边界点及其相应的传输方案  

由定理 2 可知，可达信息率区域内部节点的可

行传输方案可以由边界点的可行传输方案导出。为

了减少计算量，只需要找出可达信息率区域的边界

点，并保存相应的网络编码数据传输方案。  
可达信息率区域边界点集合的定义具体如下。 
设 P 为可达信息率区域，Q 为可达信息率区

域的边界点形成的集合，R 为可达信息率区域内

部点形成的集合。R 的定义如下：∀(u1,v1)∈R，
则 ∃(u2,v2)∈P ， 有 (u2,v2) 控 制  (u1,v1) ， 即 
(u1,v1)≺ (u2,v2)，且(u1,v1) ≠ (u2,v2)。则 Q=P−R 就

是边界点形成的集合。 
为了保存边界点的传输方案，现定义一个二元

组<(x,y),θ>，其中第一个元素是边界点的二维坐标，

第二个元素是这个边界点所依赖的传输方案。记这

些二元组形成的集合为 Q′，其定义为 Q′={<(x,y), 
θ >:(x,y)∈Q}。求边界点集合 Q′的递归算法如算

法 1 所示。 
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算法 1  求边界点集合 Q′的递归算法 
输入  <(x,y),θ>, Q′ 
输出  Q′ 
juge(int x,int y) 
{ 
if(x==0||y==0)  

{return//递归结束} 
end if  
if( (x,y)是可达的) 
{ 
    if(∃<(u1,v1), θ>∈Q′，且(u1,v1)≺ (x,y) ) 
      { Q′= Q′−<(u1,v1), θ> } 

end if 
if(∃<(u1,v1), θ>∈ Q′且(x,y)≺ (u1,v1)) 

{do nothing} 
else 

      { Q′= Q′∪<(x,y), θ> 
      return } 

end if 
 } 
else 
{ 
    juge(x−1, y) 

juge(x, y−1) 
}   
end if  
} 

5.3   传输方案的优化 
本文采用随机线性网络编码方法得到传输方

案θ，则能唯一地确定(M11 M21)和(M12 M22)，进而

唯一确定 [2] [2]
11 21(  )M U M V 和 [2] [2]

12 22(  )M U M V ，从

而它们的全零列的列数τ 和λ可唯一确定，因此，τ
和λ是θ的函数，分别记为τ(θ)、λ(θ)。当τ(θ)和λ(θ)
的值较大时，则在预编码 1 中只需让 wi、zi中较少

项置 0，就能使式(30)和式(31)满足推论 1，则源点

的实际发送速率较大。因此，需要寻找较优的传输

方案θ，使τ(θ)和λ(θ)的值尽可能大，这是一个双目

标优化问题。 
记Ω 为所有传输方案的集合，则该双目标优化

问题描述如式(32)所示。 

 max  ( ( ), ( ))
s.t. ∈

τ θ λ θ
Ω θ  (32)

 

式(32)所示的双目标优化问题可以通过多目标

进化算法来求解。文献[21-22]运用多目标进化算法

求最优的网络传输方案的近似解，也可以采用蒙特

卡罗法来求式(32)的近似最优解。本文采用文献[22]
类似的方法，运用了相同的遗传表示，只是适应度

函数与文献[22]不相同，求出的最优解是一个 Pareto
边界。 
5.4  算法描述 

算法 2  双单播网络的构造算法 
步骤 1  利用 Ford-Fulkerson 算法[23]，分别求

双单播网络的 k1−1、k2−2、k12−1、k12−2。令 u=k1−1、

v=k2−2，针对源点的数据发送速率向量(u,v)，运用类

似文献[22]的方法求出式(32)的近似最优解，记为Γ。 
步骤 2  选定近似最优解中的一个传输方案

θ∈Γ，并置 Γ=Γ−{θ}。则由θ唯一确定 M11、M21、

M12 、 M22 、 U[2] 、 V[2] 、 [2] [2]
11 21(  )M U M V 和

[2] [2]
12 22(  )M U M V ，并得出τ 和λ值。 

步骤 3   针对θ，调用算法 1。 
步骤 4  判断Γ是否为空集，若不为空集，则转

到步骤 2，否则算法结束。 
算法结束后，Q′为可达信息率区域的边界点及

其相应的传输方案的二元组形成的集合。下面说明

这一事实：若通过算法 2 求出了 Q′，则① 通过 Q′
可以获得可达信息率区域 P；② 对于∀(x,y)∈P，可

以找出以(x,y)为数据发送速率向量的可行传输方案。 
首先，由 Q′的定义，可以从集合 Q′中得到 Q，

进而获得 R，从而得到 P=R∪Q。 
对于∀(u1,v1)∈Q，必存在<(u1,v1), θ1>∈ Q′，其

中θ1 表示发送速率向量(u1,v1)所依赖的传输方案。

从算法 1 的求解过程可知，由传输方案θ1 可以唯一

确定 M11、M21、M12、M22，进而唯一确定 U[2]和

V[2]，由(u1,v1)可以得出在 U[1]和 V[1]需要置零的项

数，再按照置零规则，则矩阵 U[1]和 V[1]唯一确定，

因此，由传输方案θ1 导出的传输方案唯一确定。 
对于∀ (u2,v2)∈R，由R的定义，必定存在(u1,v1)∈ 

Q，满足(u2,v2)≺ (u1,v1)，由此可知，(u1,v1)导出传输

方案唯一确定，再根据定理 2，则能够以(u1,v1)的导

出传输方案为基础，在源点再次进行预编码，导出

关于(u2,v2)的可行传输方案。由于 P=R∪Q，则上述

结论成立。 
综上，算法 2 特别适用于实际应用场景。从算法

的结果 Q′中不仅能得出可达信息率区域，且对于区域

中的每一点，能容易地得到相应的可行传输方案。 
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值得说明的是，由于本文只能求出式(32)的近似

最优解，故求出的可达信息率区域也是近似最优的。 

6  算例 

图 4 表示一个双单播网络，容易求出 k1−1=k1−2= 
k12−1=k12−2=3。选择伽罗华域 GF(23)，其不可约多项

式为 x3+x+1，写成二进制形式为(1011)2。选定源点

数据发送率向量为(u,v)=(3,3)，现运用随机线性网络

编码方法并结合多目标优化的进化策略来确定较

优的传输方案，本例只求出了一个传输方案，在该

传输方案下，宿点 t1 和宿点 t2 的全局编码向量形成

的矩阵分别如式(33)和式(34)所示。 

 ( )11 21

011 011 100  000 010 110
 010 111 000  010 111 111

001 001 011  001 111 101

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

M M
#
#
#

 (33) 

 ( )12 22

000 110 100  000 011 100
 010 100 010  000 111 010

011 100 110  011 011 111

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

M M
#
#
#

 (34) 

 
图 4  一个双单播网络实例 

求出预编码 2 的预编码矩阵，如式(35)所示。 

 [2] [2]

100 000 010 111 000 010
111 110 100 , 011 010 111
001 100 010 001 110 111

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

U V  (35) 

从而可得 

 ( )[2] [2]
11 21

001 111 010 000 110 001
  000 100 101 000 001 100

000 001 000 000 110 111

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

H U H V  

 ( )[2] [2]
12 22

000 100 110 001 011 011
 000 110 110 000 010 110

000 000 111 000 010 111

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

H U H V (36) 

可以看出，无论是宿点 t1 还是宿点 t2，均不能

求解线性方程组，因为这 2 个系数矩阵的非全零列

数均为 4，而矩阵的秩均为 3，所以必须在源点利

用预编码 1 来控制源点的实际发送速率。 
源点实施二级预编码后，宿点 t1 得到的线性方

程组的系数矩阵为 

( )[2] [1] [2] [1]
11 21

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

  

001 111 010 000 110 001
000 100 101 000 001 100
000 001 000 000 110 111

w w w z z z
w w w z z z
w w w z z z

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

H U U H V V

 (37)

 

宿点 t2 得到的线性方程组的系数矩阵为 

 

( )[2] [1] [2] [1]
12 22

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

  

000  100  110  001  011  011
000  110  110  000  010  110
000  000  111  000  010  111

w w w z z z
w w w z z z
w w w z z z

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

H U U H V V

 (38) 

在式(37)和式(38)中，系数矩阵均为 3 行 6 列的

矩阵，每个矩阵均有 1 个全零列，要使系数矩阵满

足推论 1 的条件，至少还要让每个矩阵的另外 2 列

为全零列，则必须让 wi 和 zi（i=1,2,3）中的其中 2
项置零，根据置零规则，有以下 3 种置零方式，具

体如下。 
1) w1=1，w2=w3=0，zi=1（i=1,2,3）。 
2) z1=1，z2=z3=0，wi=1（i=1,2,3）。 
3) w1=w2=1，w3=0，z1=z2=1，z3=0。 
从而得到预编码 1 的 3 组矩阵，如式(39)所示。 

 
1 0 0 1 0 0
0 0 0   0 1 0
0 0 0 0 0 1

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,
1 0 0 1 0 0
0 1 0   0 0 0
0 0 1 0 0 0

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,
1 0 0 1 0 0
0 1 0  0 1 0
0 0 0 0 0 0

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

  (39) 

它们对应的实际发送速率向量分别为(1,3)、
(3,1)、(2,2)。 

现分析第 3 种情况，其余 2 种情况类似。因实

际的发送速率向量为(2,2)，在一次数据传输中，假

设源点 s1 传输的字符向量为 X1=(111,110,?)*，源点

                                 
* 为了所提的方法具有统一性，尽管实际上只发送 2 个字

符，但采用发送 3 个字符的格式，最后一个字符没有传输至

网络，因此，该字符的选取随意，本文用“?”表示。 
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s2 传输的字符向量为 X2=(100,010,?)，则源点 s1 的

预编码矩阵为 

 [2] [1]

1 0 0  0 0 0  0 0 0
1 1 1  1 1 0  0 0 0
0 0 1  1 0 0  0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

U U  (40) 

经预编码后得到的字符向量为 

[2] [1]
1

1 0 0  0 0 0  0 0 0 111 001
1 1 1  1 1 0  0 0 0 110 001
0 0 1  1 0 0  0 0 0  ? 010

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

U U X  (41) 

源点 s2 的预编码矩阵为 

 [1] [2]

1 1 1  0 0 0  0 0 0
0 1 1  0 1 0  0 0 0
0 0 1  1 1 0  0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

V V  (42) 

 [1] [2]
2

1 1 1  0 0 0  0 0 0 100 001
0 1 1  0 1 0  0 0 0 010 011
0 0 1  1 1 0  0 0 0   ? 011

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

V V X  (43) 

源点经预编码后，分别把预编码矩阵对应的全

局编码向量和预编码后的字符采用已定的网络编

码数据传输方案进行传输。则宿点 t1 把得到的全局

编码矩阵和接收到的字符进行联立形成线性方程

组，如式(44)所示。 

 

11

12

13

21

22

23

001 111 000 000 110 000 100
000 100 000 000 001 000 111
000 001 000 000 110 000 001

x
x
x
x
x
x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (44) 

宿点 t2把得到的全局编码矩阵和接收到的字符

进行联立形成线性方程组，如式(45)所示。 

 

11

12

13

21

22

23

000 100 000 001 011 000 111
000 110 000 000 010 000 110
000 000 000 000 010 000 100

x
x
x
x
x
x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (45)  

式(44)和式(45)显然满足推论 1 的条件，从而可

以求解。式(44)可以解出 x11、x12、x22，其结果为(x11, 
x12, x22) = (111, 110, 010)；式(45)可以解出 x12、x21、

x22，其结果为(x12, x21, x22) = (110,100,010)。 

综上，宿点 t1 能解码出源点 s1 的 2 个字符，宿

点 t2 能解码出源点 s2 的 2 个字符，即源点的发送率

向量为(2,2)。 
其他 2 种情况可以类似地进行讨论。 
综合这 3 种情况，可以得到源点的可达信息率

区域，如图 5 所示，其中，横坐标的单位是字符/
单位时间。 

 
图 5  双单播网络的可达信息率区域 

以上给出了可达信息率区域边界点的网络编

码数据传输方案，对于可达信息率区域的坐标为整

数的内部点，由定理 2 可知，可以从边界点的网络

编码数据传输方案中导出。例如，对于坐标为(2,1)
的点，可以从边界点(2,2)或(3,1)的网络编码数据传

输方案中导出。 

7  结束语 

本文提出了一种双单播网络编码的构造方

法，采用源点预编码技术，中间节点采用随机线

性网络编码技术，并结合多目标优化进化策略来

确定传输方案，利用源点至宿点的信息转换矩阵

的零向量空间的基向量和行向量空间的基向量

共同来确定源点的预编码矩阵的列向量，实现了

在宿点消除信息干扰的目标。由双单播情形下的

网络编码导出技术，提出了二级预编码策略来控

制源点的发送速率，从而能够得到可行的网络传

输方案。由多目标进化策略，可以求出双单播网

络编码的近似的可达信息率区域的边界点及相应

的可行传输方案。本文还论证了如下结论：只需

要求出可达信息率区域边界点的可行传输方案，

内部点的传输方案可以从相应边界点的传输方案

中导出。因此，所提方法不仅可以求出双单播网络编
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码的近似可达信息率区域，还为求出的可达信息率区

域的每一个整数坐标点提供了构造可行传输方案的

方法，适合于网络编码技术的实际应用。 
多单播网络是一个比较困难的问题，能否把这

一方法推广到三单播网络乃至源点数更多的多单

播网络，将是下一步需要进行的研究工作。 
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